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Рассматривается стандартная задача классификации на два класса.
Дана обучающая выборка D = {(xi, ti)}N

i=1, xi ∈ Rd, ti ∈ {−1, 1}.
Алгоритм классификации строится в виде y(x) = sign(wT ϕ(x)), где
w ∈ RM , ϕ(x) = [ϕ1(x), . . . , ϕM (x)]т —некоторые базисные функции.
Значения w находятся путем максимизации регуляризованного правдо-
подобия:

p(t|X,w)p(w|α) = p(w|α)
N∏

i=1

p(ti|xi,w) = p(w|α)
N∏

i=1

Ψ(tiwT ϕ(xi); 0, 1),

где t = {ti}N
i=1, X = {xi}N

i=1, Ψ(y; m, s2) = 1√
2πs

y−m∫
−∞

exp
(
− x2

2s2

)
dx— гаус-

совская функция распределения (пробит-функция), p(w|α) ∼ N (0, A−1),
где A = diag(α1, . . . , αM ). Значения гиперпараметров α находятся с по-
мощью максимизации обоснованности [1]:

p(t|X,α) =
∫

p(t|X,w)p(w|α)dw → max
α

.

Данный интеграл, как правило, не удается вычислить аналити-
чески. Поэтому возникает проблема его адекватной аппроксимации.
Одним из популярных способов решения этой задачи является алгоритм
expectation propagation (ЕР) [2].

Алгоритм Expectation Propagation
Алгоритм EP использует тот факт, что правдоподобие является про-

изведением простых множителей. Аппроксимируя каждый из них, полу-
чаем аппроксимацию всего апостериорного распределения.

p(w|X, t, α) ∝ p(w|α)
N∏

i=1

p(ti|xi,w) ≡ p(w|α)
N∏

i=1

gi(w) ≈

≈ p(w|α)
N∏

i=1

g̃i(w) = q(w).

Алгоритм аппроксимирует каждый множитель таким образом, что-
бы результирующее апостериорное распределение было близко к аппрок-
симированному в смысле меры Кульбака-Лейблера (называемой также
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Алгоритм 1. Expectation Propagation.

Вход: gi(x), i = 1, . . . , N ;
Выход: g̃i(x), i = 1, . . . , N ;
1: инициализация: g̃i = 1; vi = ∞; mi = 0; si = 1; q(w) = p(w|α);
2: цикл // пока все (mi, vi, si) не сойдутся
3: для i = 1, . . . , N
4: (a) Удаляем g̃i из q(w).

Получим q\i(w) ∝ q(w)/g̃i ∼ N (m\i
w ,V\i

w);
V\i

w = Vw + Vwϕi(Vwϕi)
т

vi−ϕт
i Vwϕi

; m\i
w = mw + (V\i

wϕi)v−1
i (ϕт

i mw −mi);
5: (b) Полагаем p̂(w) ∝ gi(w)q\i(w).

Находим q(w), минимизирующее KL(p̂(w)‖q(w));
mw = m\i

w + V\i
wρiϕi; Vw = V\i

w + (V\i
wϕi)

ρi(ϕ
т
i mw+ρi)

ϕт
i V

\i
w ϕi+1

(V\i
wϕi)т;

Zi =
∫
w

gi(w)q\i(w)dw = Ψ(zi), где

zi = (m\i
w )тϕi√

ϕт
i V

\i
w ϕi+1

; ρi = 1√
ϕт

i V
\i
w ϕi+1

N (zi;0,1)
Ψ(zi)

;

6: (c) Используя g̃i = Zi
q(w)

q\i(w)
, получаем:

vi = ϕт
i V

\i
wϕi

(
1

ρi(ϕi
тmw+ρi)

− 1
)

+ 1
ρi(ϕi

тmw+ρi)
;

mi = ϕт
i m

\i
w + (vi + ϕт

i V
\i
wϕi)ρi;

si = Ψ(zi)
√

1 + v−1
i ϕт

i V
\i
wϕi exp

(
1
2

ϕт
i V

\i
w ϕi+1

ϕт
i m

\i
w +ρi

ρi

)
;

7: Подсчет нормализующей константы и обоснованности:
B = (mw)т(Vw)−1(mw)−∑

i
m2

i

vi
;

p(t|X, α) ≈ ∫ ∏N
i=1 g̃i(w)dw = |Vw|1/2

(∏
j αj)1/2 exp(B/2)

∏
i si;

KL-дивергенцией):

KL(p‖q) =
∫

q(x) log
p(x)
q(x)

dx.

Каждый аппроксимирующий член g̃i(w) выбирается равным g̃i(w) =
= si exp

(
− 1

2v2
i
(tiwT ϕ(xi)−mi)2

)
, где (mi, vi, si)—параметры.

Можно показать, что если функция q(w)— гауссиана, то условие
близости эквивалентно условию равенства первых и вторых моментов
функций p(w|X, t, α) и q(w). Алгоритм 1 представляет собой метод EP
(для краткости tiϕi обозначено как ϕi, а Ψ(z; 0, 1) через Ψ(z)).
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Модификация EP
Заметим, что приведенный алгоритм неприменим для популярной мо-

дели логистической регрессии, в которой правдоподобие задается выра-
жением

pσ(t|X,w) =
N∏

i=1

σ(tiwT ϕ(xi)) =
N∏

i=1

1
1 + exp(−tiwT ϕ(xi)))

.

Для этого при текущем векторе α находим максимум wMP функции
p(w|X, t, α). Далее для каждого i = 1, . . . , N приближаем функцию σ(y)
в точке yi

MP = tiwT
MP ϕ(xi) пробит-функцией Ψ(y; mi, si

2), получая при-
ближение pΨ(w|t, α) =

∏N
i=1 Ψ(y; mi, si

2). Параметры пробит-функции
mi и si

2 находятся из требований совпадения значения нулевой и первой
производных логистической и пробит-функции в точке yi

MP

si
2 =

1√
2πS(1− S)

exp
(
−1

2
Ψ−1(S; 0, 1)

)
, mi = yi

MP −Ψ−1(S; 0, 1)si,

где S = σ(yi
MP ), а Ψ−1(y; 0, 1)—функция, обратная к пробит-функции1.

Далее применяем алгоритм ЕР для поиска приближения функции
pΨ(w|t, α) =

∏N
i=1 Ψ(y; mi, si

2).
Следует отметить, что предлагаемое в работе приближение исполь-

зует тот факт, что логистическая и пробит-функция очень близки по
значениям (и значит можно приблизить одну другой), в то время как
их логарифмы (которые используются при обучении логистической и
пробит-регрессии соответственно) сильно отличаются, поэтому сами ме-
тоды классификации приводят к существенно различным решающим
правилам. В частности, пробит-регрессия значительно менее робастна.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, проекты №№07-01-00211,
06-01-08045, 05-07-90333.
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1Реализованная, например, в среде MATLAB в виде процедуры norminv.


