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Обобщенные линейные модели (generalized linear models) в последние
годы являются популярным средством решения задач классификации
и восстановления регрессии. Примерами таких моделей могут служить
методы опорных и релевантных векторов, логистическая регрессия, и др.
Настройка весов производится путем оптимизации суммы некоторого
функционала качества, связанного с ошибкой на обучающей выборке,
и регуляризатора, предотвращающего перенастройку на данные.

Рассмотрим стандартную задачу классификации на два класса по за-
данной обучающей выборке (X, T ) = {xi, ti}m

i=1, где x ∈ Rd, а t ∈ {−1, 1}.
Статистические модели обучения
При статистическом подходе в качестве функционала, связанного

с ошибкой на обучении, используется логарифм правдоподобия правиль-
ной классификации обучающей выборки

L(T |X,w) = −
m∑

i=1

log
(

1 + exp
(
−ti

N∑

j=1

wjϕj(xi)
))

, (1)

где {ϕj(x)}N
j=1 — базисные функции, зафиксированные до начала обуче-

ния. Настройка весов производится путем оптимизации суммы (1) и ре-
гуляризатора, штрафующего большие значения весов w во избежание
перенастройки на данные. Наиболее популярным регуляризатором явля-
ется квадратичный, в простейшем случае имеющий вид

Rl(w, λ) = −λwтIw = −λ

N∑

j=1

w2
j .

По такой схеме работает классический метод логистической регрессии,
в котором коэффициент λ подбирается с помощью трудоемкой про-
цедуры кросс-валидации. Популярность квадратичного регуляризато-
ра обуславливается, помимо прочего, тем, что он соответствует ридж-
регуляризации гессиана (часто вырожденного или плохо обусловленного)
логарифмического правдоподобия, облегчающей процедуру оптимизации
весов.
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В методе релевантных векторов [3] используется более сложный ре-
гуляризатор вида

Rr(w,Λ) = −wтΛw = −
N∑

j=1

λjw
2
j ,

где Λ — неотрицательная диагональная матрица. Таким образом, каждо-
му весу присваивается собственный коэффициент регуляризации. Выбор
значений λj проводится с помощью процедуры байесовского обучения
путем максимизации обоснованности модели

Λ = arg max E(Λ) = arg max
∫

exp (L(T |X,w) + Rr(w,Λ)) dw.

Недиагональная регуляризация
Авторы предлагают рассмотреть более общий случай произвольной

неотрицательно определенной матрицы регуляризации

Ri(w) = −wтAw, Aт = A, A > 0.

Настройка матрицы A производится также путем оптимизации обос-
нованности модели E(A).

Пусть wML = arg max L(T |X,w), H = −∇∇L(T |X,w)|w=wML
> 0.

Обозначим M = H(H + A)−1A. Тогда можно показать [1], что

∂log E(A)
∂A

= −0.5
[
M−1 −wMLwт

ML

]
.

Приравнивая производную нулю отсюда можно получить

A−1 = wMLwт
ML −H−1.

Матрица A является симметричной, но имеет не более одного поло-
жительного собственного значения. В силу симметрии существует орто-
гональная матрица U , такая что D = UтA−1U является диагональной
матрицей. Заменяя все отрицательные собственные значения матрицы
D−1 на +∞ (что соответствует наибольшему значению обоснованности
среди неотрицательных собственных значений в случае, когда экстремум
достигается в отрицательной области) получаем, что матрица регуляри-
зации A будет штрафовать с бесконечно большим коэффициентом все
значения весов w, кроме тех, которые лежат вдоль вектора u, соответ-
ствующего единственному положительному собственному значению d−1
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Задача SVM RVM LogReg IREVM VRVM
Bupa 28.46 33.33 57.97 29.68 30.78

Heart 19.33 18.15 22.44 18.00 17.56

Hepatitis 17.55 14.32 19.48 16.26 13.03

Votes 4.78 5.56 5.98 4.92 5.61

WPBC 21.72 23.64 23.84 21.11 24.04

Laryngeal1 17.75 16.81 19.44 17.28 17.37

Weaning 10.99 15.70 13.31 12.72 13.64

Ранг 17.00 21.00 32.00 14.00 21.00
Цвет Место 1 Место 2 Место 3 Место 4 Место 5

Таблица 1. Ошибки классификаторов (в %).

в матрице D−1. Соответственно, в ходе обучения решается задача одно-
мерной оптимизации wMP = θu = arg max

θ

(
L(T |X, θu + d−1θ2)

)
.

Заметим, что в отличие от метода релевантных векторов, в предло-
женном подходе не требуется итеративного подбора коэффициентов ре-
гуляризации, а формула для оптимального регуляризатора сразу выпи-
сывается в явном виде.

Эксперименты
В таблице 1 представлены результаты экспериментов, проведенные

на реальных задачах из репозитория UCI [4]. Сравнение проведено с
классическим (RVM) и вариационным (VRVM) [2] методом релевантных
векторов, методом опорных векторов (SVM) и логистической регрессии
(LogReg). Отдельно можно отметить, что скорость обучения практиче-
ски не отличается от скорости обучения логистической регрессии и зна-
чительно быстрее обучения метода релевантных векторов.
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