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Рассматривается проблема оценивания качества обучения метода ре-
левантных векторов в классической постановке задачи классификации
с двумя классами. Получена оценка отклонения эмпирического риска
от риска на скользящем контроле для метода релевантных векторов.

Определения и инструментарий
В задаче классификации восстанавливаемая величина y принимает

значения из множества ответов Y = {−1, 1}, а независимая величина x
принимает значения из множества объектов X = Rn. Задана преце-
дентная информация (выборка) S = {z1 = (x1, y1), . . . , zm = (xm, ym)},
(z1, . . . , zm) ∈ Zm = (X ×Y )m. Рассмотрим также выборки Si = S \ {zi},
i = 1, . . . , m, получаемые удалением из S одного наблюдения. Алгорит-
мическим оператором называется отображение из X в R, выбранное из
некоторого параметризованного семейства. В случаях, если необходимо
подчеркнуть роль параметров u некоторого алгоритмического операто-
ра g, будем использовать альтернативную запись g = [u]. Алгоритмы
классификации, рассматриваемые в работе, имеют вид sign(g), где g —
некоторый алгоритмический оператор.

Методом обучения µ называется отображение, сопоставляющее про-
извольной выборке S′ алгоритм классификации µS′ . Далее рассматри-
вается единственный метод обучения, поэтому введём специальные обо-
значения для результатов его обучения (алгоритмов и соответствующих
алгоритмических операторов) на выборках S и Si, i = 1, . . . ,m. Будем
обозначать µS = sign(f) = sign([w]) и µi

S = sign(f i) = sign([wi]) резуль-
тат обучения метода µ на выборке S и Si соответственно. Для задачи
классификации используем ценовую функцию c : R2 → R вида

c(y, y′) =





1, yy′ 6 0;
1− yy′, 0 6 yy′ 6 1;
0, yy′ > 1.

(1)

Эмпирическим риском алгоритма µS будем называть величину

Rem(f) =
1
m

m∑

i=1

c
(
f(xi), yi

)
,
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Риском на скользящем контроле будем называть величину

Rlo(f) =
1
m

m∑

i=1

c
(
f i(xi), yi

)
.

Определение 1. Метод обучения для задачи классификации будем на-
зывать β-устойчивым в обучении, если для всех S ∈ Zm, всех (x, y) ∈ S
и всех i = 1, . . . ,m выполняется условие

∣∣[w](x)− [wi](x)
∣∣ 6 β.

Метод релевантных векторов RVM [1] в своем наиболее распростра-
ненном варианте строит алгоритмы классификации в форме

y = sign(g(x)) = sign([u](x)) = sign
( m∑

i=1

uiK(x,xi)
)

,

где u ∈ Rm, K(·, ·)—некоторая функция, называемая ядром.
Алгоритмический оператор f = [w] (или f i = [wi]), получаемый этим

методом обучения по выборке S (или Si), доставляет минимум по пара-
метру g = [u], соответственно, функционалам

1
m

m∑

k=1

log
(
1 + e−ykg(xk)

)
+ uтΛu,

1
m

∑

k 6=i

log
(
1 + e−ykg(xk)

)
+ uтΛu,

где Λ = diag(λ1, . . . , λm), λi > 0, i = 1, . . . ,m— автоматически вычисля-
емые коэффициенты регуляризации.
Определение 2 (Дивергенция Брегмана [2]). Пусть F : Rm → R—
выпуклая функция. Тогда, если ∇F (g)— градиент F в точке g, то
F (g′) > F (g) + 〈g′ − g,∇F (g)〉. Дивергенцией точек g и g′ называется
величина dF (g′,g) , F (g)− F (g′)− 〈g − g′,∇F (g′)〉 > 0.

Лемма 1 (О дивергенциях [2]). Пусть N
(
[u]

)
= uT Λu. Тогда

dN (f, f i) + dN (f i, f) 6 1
m

∣∣f(xi)− f i(xi)
∣∣.

Применим лемму 1 для RVM.
Лемма 2. Для RVM справедлива оценка суммы дивергенций:

dN (f, f i) + dN (f i, f) = 2
∥∥Λ

1
2 (w −wi)

∥∥2
.

Следовательно, по лемме о дивергенциях,
∥∥Λ

1
2 (w −wi)

∥∥2 6 1
2m

∣∣f(xi)− f i(xi)
∣∣.

Обозначим m×m-матрицу
(
K(xi,xj)

)m

i,j=1
через K̂.
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Лемма 3. Справедлива следующая оценка отклонения алгоритмиче-
ских операторов RVM:

∣∣f(xj)− f i(xj)
∣∣ 6

∥∥K̂тΛ−
1
2
∥∥ · ∥∥Λ

1
2 (w −wi)

∥∥.

Теорема 4. Метод релевантных векторов является β-устойчивым в обу-
чении с показателем β = 1

2m

∥∥K̂тΛ−
1
2
∥∥2. При этом

∣∣Rlo(f)−Rem(f)
∣∣ 6 β.
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