
Задача монотонизации выборки (ММРО) 1

Задача монотонизации выборки
Таханов Р.С.

takhanov@mail.ru
Москва, МФТИ, ЗАО «Форексис»

Требования к классифицирующим правилам в задачах обучения по
прецедентам состоят из двух частей — требования согласованности с пре-
цедентными данными и удовлетворения некоторым заранее установлен-
ным дополнительным ограничениям. Одним из популярных типов подоб-
ных дополнительных ограничений являются ограничения монотонности.
В некоторых случаях, однако, эти два типа ограничений могут быть вза-
имно противоречивыми, тогда возникает задача минимальной коррекции
прецедентных данных.

Итак, рассмотрим следующее обобщение этой задачи, которую обо-
значим как MaxCMS (Maximal Consistent with Monotonicity Set).

MaxCMS. Заданы конечные множества Bn, Bm, где Br = {1, . . . , r},
на них отношения частичного порядка >1, >2 соответственно, и функция
ϕ : Bn → Bm. Для каждого элемента i ∈ Bn задан положительный цело-
численный вес wi. Требуется найти максимальное по весу подмножество
B ⊆ Bn, такое, что функция ϕ, ограниченная на B, является монотон-
ной, то есть для любых i, j ∈ B из i >1 j следует ϕ (i) >2 ϕ (j). Его вес
обозначим MaxCMS.

Введем на множестве Bn частичный предпорядок (транзитивный и
рефлексивный бинарный предикат): i Â j ⇔ ϕ(i) >2 ϕ(j). Рассмотрим
орграф G = (V,E), где V = Bn, а E =

{
(i, j)

∣∣ i >1 j, ϕ(i) 6>2 ϕ(j)
}
.

Орграф G также может быть задан равенствами V = Bn и E = (>1 ∩Â),
где Â—дополнение бинарного предиката.
Определение 1. Всякий орграф, множество дуг которого может быть
представлено как пересечение некоторых частичного порядка и допол-
нения частичного предпорядка на вершинах орграфа, называется специ-
альным.

Теорема 1. Решение MaxCMS равно максимальному независимому
множеству специального орграфа G.

Теорема 2. MaxCMS—NP-трудная задача.

Определение 2. Задача MaxCMS с входом
(
>1, >2, ϕ, w

)
для слу-

чая, когда размерность частичного порядка >2 равна d, называется
d-MaxCMS.
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Теорема 3. d-MaxCMS сводится к нахождению максимального неза-
висимого множества в орграфе G = (V,E), где E = (Â1 ∪ · · · ∪ Âd),
и предикаты Âs транзитивны, причем в G нет циклов.

Теорема 4. 1-MaxCMS полиномиально разрешима [4].

1-MaxCMS сводится к следующей задаче линейного программирова-
ния, решаемую посредством метода эллипсоидов Хачияна [1]:

∑
v∈V

wvy (v) → max;
∑

v∈Γ
y (v) 6 1, Γ ∈ G (s, t) ;

y (v) > 0, v ∈ V ;

где G (s, t)—множество всех путей в орграфе G = (V, E) из некоторо-
го минимального элемента в некоторый максимальный элемент частич-
ного порядка, определяемого орграфом G. Данный политоп обозначим
через Π(G).

Рассмотрим теперь задачу 2-MaxCMS. Рассмотрим два орграфа:
G1 =

(
V,Â1

)
и G2 =

(
V,Â2

)
. Заметим, что максимальное независимое

множество орграфа G = (V,E) является независимым множеством в обо-
их G1 и G2.

Рассмотрим следующую оптимизационную задачу:

ϕ (x, y) → max;
x ∈ Π(G1) ; y ∈ Π(G2) ;

где ϕ (x, y) = − 1
2

∑
v∈V

wv (xv − yv)2 − wv (xv + yv). Будем называть ее вы-

пуклой.
Рассмотрим следующий приближенный алгоритм для 2-MaxCMS.
1. Найти методом эллипсоидов для выпуклой оптимизации [2, 1] пару(

x′, y′
)
такую, что

max
(x,y)∈Π(G1)×Π(G2)

ϕ(x, y) 6 ϕ(x′, y′) + ε, |x′i − y′i| 6 1
2 , ε = 1

16 .

2. Найти x∗ = arg max
x∈Π(G1)

ψ (x, y′) и y∗ = arg max
y∈Π(G2)

ψ (x∗, y), где

ψ (x, y) =
∑

v∈V

wvxvyv. Здесь x∗, y∗ целочисленны.

Ответ алгоритма—множество вершин {v|x∗vy∗v = 1}.
Рассмотрим MaxCMS как задачу минимального вершинного покры-

тия. Фактически это означает, что задача заключается в удалении «шу-
ма» в обучающей выборке для построения корректного классификатора.
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Очевидно, что этим самым «шумом» и является соответствующее мини-
мальное вершинное покрытие.

Введем обозначения W =
∑

v∈V wv и MaxCMS = αW .
Ясно, что 0 6 α 6 1.

Теорема 5. Алгоритм является полиномиальным.

Теорема 6. Алгоритм аппроксимирует минимальное вершинное по-
крытие G с константой 1 + α 6 2, при α > 1

2 .

С учетом того, что стандартный алгоритм для вершинного покры-
тия [3] имеет константу аппроксимации 2, предложенный алгоритм яв-
ляется более точным.
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