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Большинство алгоритмов кластер-анализа требуют указания чис-
ла k классов, на которое надо поделить совокупность точек наблюдения
x1, . . . ,xn ∈ Rp. Но в приложениях величину k можно указать лишь то-
гда, когда кластеризация уже проведена на интуитивном уровне. Во всех
алгоритмах остаётся неопределённым само понятие кластера, а обыч-
но к кластер-анализу обращаются, когда надо разделить сгустки точек
«объективно», например, в биологии разделить виды, не путая их с под-
видами.

Задача явно статистическая. Против предположения о нормальности
распределений в кластерах никто не возражает. К. Пирсон [1] вывел
критерий проверки гипотезы о совпадении центров двух многомерных
нормальных совокупностей с известными ковариациями, различающих-
ся сдвигом. Условия очень жёсткие и для кластер-анализа непригодные.

Предположив, что кластеры являются выборками из нормальных
распределений, построить «объективный» кластер-алгоритм можно сле-
дующим образом. Кластер-критерием [2] на уровне значимости α прове-
рить гипотезу о принадлежности выборки одному нормальному распре-
делению. Если гипотеза принимается, то выборка с вероятностью 1 − α
содержит один кластер. Критерий использует свойство оценок Мешал-
кина [3] оценивать параметры распределения кластера, наибольшего по
количеству точек. Если гипотеза отвергается, то самый большой кластер
вырезается эллипсоидом на уровне значимости α и к оставшимся точ-
кам применяется описанная процедура в цикле. Процедура выделения
кластеров заканчивается, когда все точки распределены по кластерам,
либо их количество невелико, так что они могут считаться засоряющими
или α−остатками от проверки гипотез.

Рассмотрим элементы этого решения.
Оценки Мешалкина [3] mλ =

(
m

(1)
λ , . . . , m

(p)
λ

)т и Cλ = {cij
λ } па-

раметров нормального распределения Np(m,C) удовлетворяют системе
уравнений, которую удобно решать итерациями:





mλ =
Σi xi exp(−λqi/2)
Σi exp(−λqi/2)

;

Cλ = (1 + λ)
Σi (xi −mλ)(xi −mλ)т exp(−λqi/2)

Σi exp(−λqi/2)
;
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где q2
i = (xi −mλ)тC−1

λ (xi −mλ) — квадрат расстояния от точки xi до
оценки mλ центра распределения m, измеренный оценкой Cλ матрицы
ковариаций C.

Кластер-критерий. Предлагается по величине

Kλ =
1
np

∑
i
(xi −mλ)тC−1

λ (xi −mλ)

проверять «однородность» выборки при альтернативе наличия излиш-
него количества точек на периферии. Доказана асимптотическая сходи-
мость к нормальному распределению величины

√
np ln Kλ

d−−→ N (0, ξ2);

где ξ2 =

[
2 + 4λ + (p + 2)λ2

]
(1 + λ)p+2

(1 + 2λ)p/2+2
− 2.

Если эта величина попадает в доверительный интервал на уровне зна-
чимости 1% 6 α 6 5% , то выборка считается однородной и процесс
заканчивается.

Если гипотеза отвергается, производится следующая процедура: вы-
деление точек кластера. Они локализуются внутри p-мерного эллип-
соида, p > 2, с центром в точке m, с плотностью, постоянной на по-
верхности эллипсоида. Для проверки гипотезы на уровне значимости α
эллипсоид должен содержать 1−α часть распределения. Пусть соответ-
ствующая часть эллипсоида удовлетворяет по вероятности равенству

P

{√
(x−mλ)тC−1

λ (x−mλ) 6 ap

}
= 1− α.

Положим mλ = 0, и соответственно центрируем плотность распреде-
ления. Сожмём эллипсоид вместе с плотностью распределения по глав-
ным осям так, чтобы распределение полученного вектора y стало стан-
дартным нормальным Np(0, I). Найдём радиус bp сферы Rp(b), содержа-
щей 1− α часть распределения. Решим уравнение

P
{√

yтy ∈ Rp(bp)
}

= 1− α

относительно bp. Тогда получим равенство

1− α =
1

2p/2−1

∫ bp

0

rp−1e−r2/2 dr

/
Γ(p/2),

которое нетрудно решить численно, увеличивая bp от bp = 2. Пренебрегая
небольшими отличиями истинных параметров распределения от их оце-
нок, можно написать приближённое равенство

ap ≈ bp,
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Рис. 1. Задача с пересечением двух кластеров.

решающее поставленную задачу.
О. Медведева составила программу для двумерного случая и реши-

ла ряд задач. Наиболее интересными из них были задачи со сложными
наложениями и пересечениями нескольких кластеров.
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