
Алгебраический подход к обучению в теоретической нейроинформатике (ММРО) 1

Об одном алгебраическом подходе к обучению
в теоретической нейроинформатике

Шибзухов З.М.
szport@gmail.com

НИИ прикладной математики и автоматизации КБНЦ РАН, Нальчик

В теоретической нейроинформатике известно, что любое непрерыв-
ное преобразование, определенное на компактном множестве, можно ап-
проксимировать при помощи сети из аддитивных сумматоров и функцио-
нальных преобразователей, реализующих произвольно заданную непре-
рывную нелинейную скалярную функцию [1, 2]. Из него следует, что
любое непрерывное преобразование, определенное на компактном мно-
жестве, можно аппроксимировать при помощи сети из элементов, реа-
лизующих операции сложения, умножения, и произвольно выбранные
нелинейные скалярные функции. Такие сети называют полиномиальны-
ми сетями. Оказывается, что можно построить прямую алгебраическую
процедуру [3] для построения некоторых достаточно представительных
классов полиномиальных сетей, обрабатывающих сигналы, кодируемые
в произвольно заданном коммутативном кольце, не содержащем дели-
телей нуля [4]. С ее помощью можно эффективно конструировать искус-
ственные нейронные сети для решения задач распознавания и прогнози-
рования. Ниже рассматривается один класс полиномиальных нейронных
сетей, содержащих специальный слой алгебраических мультиплициру-
ющих нейронов и слой алгебраических суммирующих нейронов. Такая
организация сети делает возможным построение прямой алгебраической
процедуры обучения с учителем.

Алгебраические мультиплицирующие функции
Пусть K— это коммутативное кольцо, не содержащее делителей нуля,

X— скалярная область значений входов, Y— скалярная область значений
выходов. Пусть F0,1(K)—некоторый класс функций η : K → K, таких,
что η(p) = 0 ⇔ p = 0 и η(1) = 1. Рассмотрим класс P[x1, . . . , xn] всех ал-
гебраических мультиплицирующих функций, которые можно построить
из тождественных функций id(x1) = x1, . . . , id(xn) = xn, применяя опе-
рации умножения и композиции функций из F0,1(K). Например, функ-
ции вида η

(∏n
i=1 ϕi(xi)

)
, где η ∈ F0,1(K) и ϕi ∈ F0,1(K), принадлежат

Pn[x1, . . . , xn].
Пусть Π(x) ∈ P[x1, . . . , xn]—функция n переменных x = (x1, . . . , xn).

Для любого мультииндекса i ⊂ {1, . . . , n} определена функция Π(x, i)
вида Kr → K, зависящая от набора переменных {xi : i ∈ i}, r = | i |,
и получающаяся из Π(x) в результате «исключения переменных» с ин-
дексами из {i : i /∈ i}.
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Множество функций P[x] =
{
Π(x, i) : i ⊆ {1, . . . , n}} удовлетворяет

следующим условиям:
1) если Π(x, i) = 0, то Π(x, i′) = 0 для любого i′ ⊃ i;
2) если Π(x, i) 6= 0, то Π(x, i′) 6= 0 для любого i′ ⊂ i.

Алгебраические суммирующие функции
Пусть A—некоторый K–модуль. Пусть F0(A)—некоторый класс

отображений σ : A → A таких, что σ(s) = 0 ⇔ s = 0. Рассмотрим класс
S[s1, . . . , sN ] всех алгебраических суммирующих функций, которые мож-
но построить из тождественных функций id(s1) = s1, . . . , id(sn) = sn,
применяя операции сложения, умножения на скаляры из K и компози-
ции функций из F0(A). Например, множества функций, определяемые
индуктивно:

1) Σ(s1) = σ1(s1);
2) Σ(s1, . . . , sk) = σk

(
Σ(s1, . . . , sk−1) + wksk

)
при k > 1;

где σk ∈ F0(A), k = 1, . . . , N , принадлежат S[s1, . . . , sN ].

Алгебраические ΣΠ–функции
Алгебраическая ΣΠ–функция реализует преобразование

spn(x) = out
(
sp(x)

)
; (1)

sp(x) = Σ
(
θ(x), Π1(x, i1), . . . , ΠN (x, iN )

)
; (2)

где θ : Xn → A, wk ∈ A, Σ(s0, . . . , sN ) ∈ S[s0, . . . , sN ], Πk(x) ∈
∈ P[x1, . . . , xn]. Преобразование out : A → Y является допустимым, т. е.
для любых s ∈ A, 0 6= p ∈ K, y ∈ Y уравнение out(s + wp) = y имеет
решение относительно w.

При m = 1 и A = K соотношения (1)–(2) описывают алгебраи-
ческий ΣΠ-нейрон spn(x) = out

(
sf(x)

)
. Если m = 1 и A—K-модуль

размерности, большей 1, то соотношения (1)–(2) описывают коллектив
ΣΠ-нейронов, принимающих единственное решение, или алгебраический
ΣΠ-корректор.

Треугольно упорядоченные последовательности алгебраических
мультиплицирующих функций
Пусть X = {xk}—некоторая последовательность входов xk ∈ Xn,

P = {Πk(x, ik)}—последовательность алгебраических мультиплициру-
ющих функций из P[x1, . . . , xn], треугольно упорядоченная на X, т. е.
таких, что

1) Πk(xj , ik) = 0 для любой пары 1 6 j < k;
2) Πk(xk, ik) 6= 0 для всех k.
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Она является минимальной, если каждая последовательность
{
Πk(x, i′k)

}
,

где i′k ⊆ ik, не является треугольно упорядоченной на X.
При определенных условиях для некоторых достаточно широких

классов последовательностей {xk} существуют конструктивные мини-
мальные треугольно упорядоченные последовательности {Πk(x, ik)} [4].
Лемма 1. (о минимальных треугольно упорядоченных последователь-
ностях алгебраических мультиплицирующих функций). Конструктивно
перечисляются все минимальные последовательности

{
Πk(x, i?k)

}
, тре-

угольно упорядоченные на X.

Рекуррентные последовательности алгебраических ΣΠ–функций
Пусть задана последовательность ожидаемых на выходе значений

Y = {yk}, соответствующая X. Определяется последовательность ал-
гебраических ΣΠ-функций {spnk(x)}, где

spk(x) = σk

(
spk−1(x) + wkΠk(x, ik)

)
, (3)

wk —решение уравнения out
(
σk

(
spk−1(xk) + wkΠk(xk, ik)

))
= yk относи-

тельно wk, sp0(x) = σ0

(
θ(x)

)
.

Лемма 2. (о рекуррентной последовательности алгебраических ΣΠ-
функций). Для всех j = 1, . . . , k верно равенство spnk(xj) = yj .

Работа выполнена при поддержке ОМН РАН по проекту «Исследо-
вание конструктивных последовательностей алгебраических расширений
распознающих алгоритмов» в 2007 году.
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