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В докладе рассматриваются два независимо определяемых понятия
сложности: геометрическая сложность конфигурации объектов обуча-
ющей выборки и функциональная сложность выборки как сложность
разделяющей поверхности. Вычислительные эксперименты подтвержда-
ют гипотезу о корреляции указанных сложностей. Строится экспери-
ментальная зависимость, позволяющая по одной из величин произвести
оценку другой.

Постановка задачи
Рассматривается стандартная задача классификации с двумя непере-

секающимися классами в евклидовом пространстве размерности n.
Будем изучать возможную зависимость сложностей на примере алго-

ритма SVM [1, 2], строящего в заданном пространстве линейную разде-
ляющую поверхность. Для построения нелинейного решающего прави-
ла используется следующая схема: исходное пространство расширяется
дополнительными осями (признаками) таким образом, чтобы SVM раз-
делял обучающую выборку без ошибок. Значения координат по каждой
из дополнительных осей являются нелинейными функциями от исходных
координат: xn+k = gk (x1, . . . , xn), k = 1, 2, . . . Построенное таким об-
разом пространство называют спрямляющим. В исходном пространстве
разделяющая поверхность оказывается нелинейной и разделяет обучаю-
щую выборку без ошибок.

Основной проблемой при построении спрямляющего пространства яв-
ляется нахождение оптимального набора дополнительных осей. Поэтому
важной задачей представляется оценивание сложности спрямляющего
пространства до его построения, на основе лишь геометрической слож-
ности обучающей выборки.

Геометрическая сложность обучающей выборки
Геометрическую сложность можно определять различными способа-

ми. Наибольший интерес представляет степень взаимного проникнове-
ния классов друг в друга. Для оценки этой величины можно разными
способами измерять расстояние между классами.
Определение 1. Геометрической сложностью обучающей выборки
в n-мерном пространстве будем называть отношение стороны описан-
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ного около выборки n-мерного куба к минимальному расстоянию между
объектами двух классов.

Функциональная сложность обучающей выборки
Основная идея нахождения сложности разделяющей поверхности со-

стоит в том, что в качестве сложности поверхности принимается опреде-
ленная некоторым образом сложность спрямляющего пространства, до-
статочного для разделения обучающей выборки без ошибок.

Будем говорить, что дополнительная ось задается функционалом
g (x1, . . . , xn), если вводится новая координата, значения которой для рас-
сматриваемого множества точек задаются указанным функционалом.

Функционалы будем задавать в виде суперпозиции функций некото-
рого базиса F =

{
fi : Rki → R

∣∣ i = 1, . . . , m
}
.

Будем считать, что каждая функция fi из базиса F обладает неко-
торой сложностью ci, которая задается исследователем априори. Слож-
ность суперпозиции функций определим как суммарную сложность вхо-
дящих в нее функций.

Рассмотрим всевозможные наборы дополнительных осей, дающих ли-
нейное разделение выборки. Сложность набора осей определим как сум-
му сложностей функционалов, задающих оси из набора. Функциональ-
ную сложность выборки определим как минимальную сложность среди
таких наборов осей.

Алгоритм нахождения функциональной сложности
Пусть мы имеем некоторую обучающую выборку. Следующий алго-

ритм описывает процедуру нахождения ее функциональной сложности.
Перебираются всевозможные наборы функций, образованные супер-

позициями функций из базиса, в порядке увеличения сложности набо-
ра. Для каждого набора, задающего дополнительные оси спрямляющего
пространства, строится линейное разделение в расширенном ими про-
странстве с помощью алгоритма SVM. Если расширенное пространство
является спрямляющим, то функциональная сложность найдена, иначе
перебор продолжается.

Эмпирическая зависимость функциональной сложности от гео-
метрической
Для эмпирического исследования зависимости функциональной слож-

ности от геометрической строятся обучающие выборки с заданной гео-
метрической сложностью, для каждой из них с помощью приведенного
алгоритма вычисляется функциональная сложность.

В качестве реализации метода SVM в данной работе используется
алгоритм SMO [3].
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Рис. 1. Зависимость функциональной сложности от геометрической
(усреднение по 50 ближайшим значениям геометрической сложности).

В настоящей работе описанный выше метод анализа проводится при
некоторых упрощениях. Во-первых, рассматриваются двумерные выбор-
ки. Во-вторых, в качестве функций, задающих координаты дополнитель-
ных осей, рассматриваются мономы fi (x1, x2) = x

αi
1

1 x
αi

2
2 , сложность ко-

торых определяется как C(α1) + C(α2), где

C(α) =





α, если α = 1, 2, 3, . . .;
β + 1, если α = −β, β = 1, 2, 3, . . .;
β, если α = 1

β , β = 2, 3, . . .;
β + 1, если α = − 1

β , β = 2, 3, . . ..

График экспериментальной зависимости функциональной сложности
от геометрической приведен на Рис. 1. Для отображения функциональ-
ной сложности выбрана логарифмическая шкала. Для каждого значения
также отложена дисперсия.
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