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В предлагаемом алгоритме одновременно осуществляется выбор при-
знаков и построение решающего правила классификации. Решение за-
дачи выбора признаков сводится к поиску минимакса выпукло-вогну-
той функции, которая является модифицированной функцией из метода
опорных векторов [1].

В методе опорных векторов решается следующая задача оптимиза-
ции:

min
w,b,δi

(
1
2
‖w‖2 + C

l∑

i=1

δi

)
; (1)

yi

(〈w, xi〉+ b
)

> 1− δi, i = 1, . . . , l;
δi > 0, i = 1, . . . , l;

где xi ∈ Rn, yi ∈ {−1;+1}, i = 1, . . . , l, C > 0.
Двойственной для (1) является следующая задача:

max
λ

( l∑

i=1

λi − 1
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l∑
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l∑
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(
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))
; (2)

l∑

i=1

λiyi = 0; 0 6 λi 6 C, i = 1, . . . , l.

Пусть I = {1, . . . , n}—множество координат вектора v, Q ⊆ I —под-
множество координат. Обозначим через vQ вектор с множеством коорди-
нат Q, vQ

i = vi, i ∈ Q. Мы предлагаем минимизировать модифицирован-
ный функционал вида (1), в котором штрафуется величина размерности
пространства признаков:
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δi > 0, i = 1, . . . , l.
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Первые два члена функционала в (3) отвечают за поиск оптималь-
ной гиперплоскости в подпространстве признаков, задаваемом Q. Тре-
тий член —шраф на мощность подмножества признаков, A > 0. Наша
постановка задачи аналогична постановке, предложенной в работе [2].

Рассмотрим задачу:

min
z,w,b,δ

(
1
2
‖w‖2 + C

l∑

i=1

δi + A

n∑

j=1

zj

)
; (4)

yi

( n∑
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wjx
j
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√
zj + b

)
> 1− δi, i = 1, . . . , l;

δi > 0, i = 1, . . . , l; zj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n;

где xj
i — j-я координата вектора xi, wj — j-я координата вектора w.

Эта задача содержит булевые переменные zj . Значение zj = 1 означает,
что признак с индексом j выбран, значение zj = 0 означает, что признак
удален.

Следующая теорема утверждает, что задачи (3) и (4).
Теорема 1. Пусть Q,wQ, b, δ —решение задачи (3), значения z, w в за-
даче (4) преобразуются по следующему правилу:

{
zj = 1, wj = wQ

j , если j ∈ Q;
zj = 0, wj = 0, если j /∈ Q.

(5)

тогда z, w, b, δ —решение задачи (4).
Пусть z, w, b, δ —решение задачи (4), значения Q, wQ преобразуются

по следующему правилу:

Q = {j : zj = 1; j = 1, . . . , n}, wQ
j = wj , j ∈ Q. (6)

Тогда Q,wQ, b, δ —решение задачи (3).

В задаче (4) переменные zj могут принимать значения 0 или 1. Пред-
лагается ослабить это условие и разрешить переменным zj принимать
значения из отрезка [0, 1]. Таким образом, приходим к непрерывному
аналогу задачи (4):

min
z,w,b,δ
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)
; (7)

yi

( n∑
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wjx
j
i

√
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)
> 1− δi, i = 1, . . . , l;

δi > 0, i = 1, . . . , l; zj ∈ [0, 1], j = 1, . . . , n.
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Получившаяся задача имеет невыпуклые ограничения по совокупно-
сти всех переменных z, w, b, δ. Однако, возможно заменить задачу ми-
нимизации по совокупности всех переменных на эквивалентную задачу
последовательной минимизации:

min
06zj61
j=1,...,n

ψ(z), (8)

где значение ψ(z) получается в результате решения следующей задачи:

ψ(z) = min
w,b,δ
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; (9)
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√
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δi > 0, i = 1, . . . , l.

Пусть z∗ —решение задачи (8) и минимум в (9) при вычислении значе-
ния ψ(z∗) достигается на w∗, b∗, δ∗. Тогда z∗, w∗, b∗, δ∗ будет решением (7).
Используя переход от прямой задачи (1) к двойственной задаче (2), мож-
но записать (9) в следующем двойственном виде:

ψ(z) = max
λ
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λi − 1
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)
; (10)

l∑

i=1

λiyi = 0; 0 6 λi 6 C, i = 1, . . . , l.

Теорема 2. Функция ψ(z) в задаче (10) является выпуклой.

Запишем функцию из задачи (8)–(9) в виде функции двух перемен-
ных:

L(z, λ) =
l∑

i=1

λi − 1
2

l∑

i=1

l∑

k=1

(
yiyk

n∑

j=1

zjx
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j
k
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λiλk + A

n∑

j=1

zj , (11)

которая определена на произведении двух компактных множеств:

Z =
{
z : 0 6 zj 6 1, j = 1, . . . , n

}
; (12)

Λ =
{
λ :

∑l
i=1 λiyi = 0, 0 6 λi 6 C, i = 1, . . . , l

}
. (13)

Заметим, что L(z, λ)— выпукло-вогнутая функция, т. е. выпуклая по z
при фиксированном значении λ и вогнутая по λ при фиксированном z.
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Рассмотрим задачу поиска седловой точки (z∗, λ∗) ∈ Z × Λ:

L(z∗, λ) 6 L(z∗, λ∗) 6 L(z, λ∗), ∀z ∈ Z, ∀λ ∈ Λ. (14)

Для седловой точки справедливо следующее равенство:

min
z∈Z

max
λ∈Λ

L(z, λ) = max
λ∈Λ

min
z∈Z

L(z, λ) = L(z∗, λ∗). (15)

Опираясь на это равенство, мы можем заменить задачу поиска мини-
макса на задачу поиска седловой точки. Следующая теорема утверждает
существование седловой точки у функции (11) и показывает условия, при
которых координаты оптимального z отличны от 0 и 1.
Теорема 3. 1. Существует седловая точка (z∗, λ∗) в задаче (14) и спра-
ведливы следующие равенства:

{z∗ : (z∗, λ)— седловая точка} = arg min
z∈Z

max
λ∈Λ

L(z, λ); (16)

{λ∗ : (z, λ∗)— седловая точка} = arg max
λ∈Λ

min
z∈Z

L(z, λ). (17)

2. Если в седловой точке выполнено
∑l

i=1

∑l
k=1 yiykxj

ix
j
kλ∗i λ

∗
k > 2A, то

z∗j = 1. Если в седловой точке выполнено
∑l

i=1

∑l
k=1 yiykxj

ix
j
kλ∗i λ

∗
k < 2A,

то z∗j = 0. Если 0 < z∗j < 1, то

l∑

i=1

l∑

k=1

yiykxj
ix

j
kλ∗i λ

∗
k = 2A.

Для поиска седловой точки функции предлагается использовать дис-
кретный вариант алгоритма из [3].
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