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Широкое использование гауссовых смесей при решении задач клас-
сификации вызывает необходимость определения числа их мод, на чём
основан модальный анализ [1, 2]. При этом в некоторых публикациях,
например [2], среди свойств гауссовой смеси отмечается их морсовость.
Но наши исследования функции плотности вероятности двухкомпонент-
ной гауссовой смеси показали, что она имеет вырожденные критические
точки (ВКТ). Получено уравнение геометрического места ВКТ, которое
является уравнением границы областей её унимодальности и бимодаль-
ности.

Исследовалась смесь нормальных распределений с плотностью веро-
ятности
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1√
2π σ

k∑

i=1

πifi(x), fi(x) = exp
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− 1

2σ2
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)
,

где x ∈ R, k = 2, σ2 —дисперсия компонент смеси, µi —математическое
ожидание i-й компоненты, πi — её априорная вероятность, πi ∈ (0, 1),∑k

i=1 πi = 1.
Гладкая функция является функцией Морса, если все её критические

точки (КТ) невырождены [3].
Вырожденные критические точки функции f(x) являются решения-

ми системы уравнений f ′x(x) = 0, f ′′xx(x) = 0. Если функция f(x) имеет
вырожденную критическую точку, то при небольшом изменении пара-
метров распределения наблюдается неустойчивость, т. е. меняется число
её критических точек [3]. Поиск ВКТ функции f(x) проводился на основе
результатов [4]. Для определённости положим µ1 < µ2.
Теорема 1. При k = 2 и ρ 6 2 функция f(x) унимодальна, где ρ—
расстояние Махаланобиса, ρ = (µ2 − µ1)σ−1.

Теорема 2. При k = 2 и ρ > 2, π1 = π2 функция f(x) бимодальна
и точка xc = 1

2 (µ1 + µ2) является точкой её минимума.

Из теорем 1 и 2 имеем: для k = 2 и ρ = 2, π1 = π2 точка xc1 =
= 1

2 (µ1 +µ2) является вырожденной модой функции f(x), что проверяет-
ся подстановкой значений параметров π1 = π2, µ2 = µ1+2σ, xc1 = µ1+σ
в выражения f ′x(x) и f ′′xx(x). Вырожденная критическая точка минимума
смеси xc2 была найдена для k = 3, µ1 = −2.446, µ2 = 0, µ3 = 2.446,
π1 = 0.4, π2 = 0.2, xc2 = 0.
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Теорема 3. При k = 2 и ρ > 2, π1 6= π2 функция f(x) унимодальна,
если ∣∣ln(π1π

−1
2 )

∣∣ > 1
2ρ + 2 ln

(
1
2

(
ρ +

√
ρ2 − 4

))
. (1)

Эксперименты показали, что при выполнении неравенства, противо-
положного неравенству (1), при фиксированном значении ρ и различных
значениях π1, π2 для числа критических точек m функции f(x) имеют
место неравенства 1 6 m 6 3. Если m = 2, то одна из КТ функции f(x),
точка перегиба, является вырожденной.

Для k = 2 при различных значениях параметров ρ, π1, π2 экс-
периментальным путём было найдено 15 критических точек перегиба,
для каждой из которых вычислялись значения параметров ρ и ψ1(ρ) =
= | ln(π1π2)−1|; при тех же значениях ρ вычислялись значения функции
ψ2(ρ), представляющей собой правую часть неравенства (1), и функции
ψ = ψ2 − ψ1. На Рис. 1 представлены графики функций ψ1, ψ2, ψ. Для
получения 15 критических точек перегиба фиксировалось значение µ1

и варьировались значения µ2, π1, π2.
Аппроксимировав функцию ψ параболой, ψ = aρ2 + bρ + c и вычис-

лив неизвестные коэффициенты a, b, c методом наименьших квадратов,
получили уравнение регрессии

ψ̃ = −0.327ρ2 + 3.867ρ− 3.738, (2)

средняя абсолютная погрешность ∆ = 0.101, средняя относительная по-
грешность δ = 0.024, средне-квадратическое отклонение σ̃1 = 0.124.

На основе введенных обозначений ψ1, ψ2, ψ и формул (1), (2) для
функции ψ̃1, ψ̃1 = ψ2 − ψ̃, имеем выражение

∣∣ln (
π1π

−1
2

)∣∣ = 0.827ρ2 + 2 ln[2−1(ρ +
√

ρ2 − 4)]− 3.867ρ + 3.738, (3)

уравнение (3) является аппроксимационным уравнением границы унимо-
дальности и бимодальности функции f(x).

Оценим доверительный коридор для функции ψ(ρ), используя нера-
венство Чебышева

P
{|ψ − ψ̃| 6 tσ̃1

}
> 1− t−2,

при t = 3, σ̃1 = 0.124 имеем

P
{
ψ̃ − 0.372 < ψ < ψ̃ + 0.372

}
> 0.888. (4)

Поскольку ψ̃1 = ψ2 − ψ̃, то для искомой функции ψ1 на основании (3),
(4) имеем

P
{
d + 3.366 < ψ1 < d + 4.110

}
> 0.888. (5)
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Рис. 1. Графики функций ψ1(ρ), ψ2(ρ) и ψ(ρ).

Выражение (5) с вероятностью более 0.888 даёт доверительный ко-
ридор для всех ВКТ перегиба функции f(x), в этом коридоре функция
f(x) может быть как унимодальной, так и бимодальной.

Таким образом, при ρ > 2 и π1 6= π2 с вероятностью более 0.888
функция f(x) унимодальна, если выполняется неравенство

∣∣ln(π1π
−1
2 )

∣∣ > d + 4.110,

и бимодальна, если выполняется неравенство

∣∣ln(π1π
−1
2 )

∣∣ < d + 3.366.

Итак, для исследуемой гауссовой смеси получены достаточные усло-
вия её унимодальности и бимодальности.
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