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Последовательности разной длины ω = (αk, k = 1, . . . , Nω) являются
типовыми объектами задач анализа данных. Примитивы αk ∈ A, состав-
ляющие последовательности, могут быть действительными числами, век-
торами или символами некоторого конечного алфавита. В первых двух
случаях последовательности являются скалярными или векторными сиг-
налами, а в последнем случае принято говорить о символьных последо-
вательностях.

Широко известны такие задачи анализа последовательностей разной
длины, как задача идентификации личности по динамике подписи, рас-
познавание речевых команд и слитного текста, прогнозирование биоло-
гических свойств белков на основе анализа составляющих их последова-
тельностей аминокислотных остатков.

Удобным инструментом решения таких задач являются методы, ос-
нованные на понятии потенциальной функции [1, 2] — действительной
функции двух аргументов, матрица значений которой для любой ко-
нечной совокупности объектов является неотрицательно определенной.
Потенциальная функция K(ω′, ω′′), определенная на множестве произ-
вольных объектов ω ∈ Ω, погружает исходное множество в некоторое
линейное пространство Ω̃ ⊇ Ω, в котором она является скалярным про-
изведением. Такое погружение позволяет применять для объектов про-
извольной природы практически любые классические методы анализа
данных, разработанные для линейных пространств, минуя промежуточ-
ный этап выбора вектора числовых признаков x(ω) ∈ Rn, определяющего
скалярное произведение K(ω′, ω′′) = xт(ω′)x(ω′′). Для последовательно-
стей разной длины поиск числовых признаков особенно проблематичен.

Можно предложить разные способы введения потенциальной функ-
ции на множестве последовательностей разной длины. Мы сначала изло-
жим одну достаточно общую математическую структуру потенциальной
функции, адекватную потребностям многих практических задач, а затем
рассмотрим частный случай этой структуры, приводящий к простому ал-
горитму вычисления потенциальной функции для любых двух заданных
последовательностей.

Потенциальная функция на множестве примитивов
Будем полагать, что множество примитивов A является линейным

пространством со скалярным произведением (потенциальной функцией)
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µ(α′, α′′). Тогда величина
√

µ(α, α) играет роль нормы в этом линейном
пространстве.

Интерпретация множества примитивов как линейного пространства
представляется вполне естественной для сигналов, изначально явля-
ющихся последовательностями действительных чисел либо векторов.
Можно показать, что такая интерпретация остается естественной и для
аминокислотных последовательностей белков, представляющих собой
символьные последовательности над алфавитом двадцати существую-
щих в природе аминокислот, если используется общепринятый в моле-
кулярной биологии способ измерения сходства всяких двух аминокислот
как вероятности их происхождения в процессе эволюции от одной и той
же неизвестной аминокислоты [3].

Множество выравниваний двух последовательностей
Если бы все последовательности имели одинаковую длину Ω =

{
ω =

= (αk, k = 1, . . . , N = const)
}
, то, например, произведение K(ω′, ω′′) =

=
∏N

k=1 µ(α′k, α′′k) обладало бы всеми свойствами потенциальной функции
на множестве Ω, поскольку известно, что произведение любого числа
потенциальных функций также является потенциальной функцией [4].
Однако мы имеем дело с множеством последовательностей разной длины
Ω =

{
ω = (αk, k = 1, . . . , Nω)

}
, и применение такого способа возможно

лишь после выравнивания длин сравниваемых последовательностей.
Под выравниванием w двух последовательностей ω′ = (α′k, k =

= 1, . . . , N ′) и ω′′ = (α′′k , k = 1, . . . , N ′′), α′k, α′′k ∈ A, понимают приве-
дение их к одинаковой длине за счет добавления «пустых» выравнива-
ющих элементов в некоторые позиции каждой из последовательностей
с последующей перенумерацией элементов: ω̄′w = (ᾱ′w,j , j = 1, . . . , |w|)
и ω̄′′w = (ᾱ′′w,j , j = 1, . . . , |w|), где |w| > max{N ′, N ′′}— общая длина вы-
ровненных последовательностей. В качестве выравнивающего элемента
мы произвольно выберем некоторый элемент исходного линейного про-
странства примитивов α0 ∈ A, имеющий единичную норму µ(α0, α0) = 1.

Множество всех выравниваний упорядоченной пары последователь-
ностей 〈ω′, ω′′〉 длин N ′ и N ′′ будем обозначать WN ′N ′′ . Любое вырав-
нивание w ∈ WN ′N ′′ может быть представлено в виде пути на графе
с горизонтальными, диагональными и вертикальными ребрами, ориен-
тированными слева направо и сверху вниз, как показано на Рис. 1. Гори-
зонтальное направление на таком графе будем связывать с первой после-
довательностью ω′ = (α′k, k = 1, . . . , N ′), а вертикальное направление —
со второй последовательностью ω′′ = (α′′k , k = 1, . . . , N ′′).

Будем рассматривать всякое выравнивание w ∈ WN ′N ′′ как по-
следовательность значений переменной из трехэлементного алфавита:
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α′1 α′2 · · · α′N ′

α′′1
α′′2

...

α′′N ′′

q′
q′

q собственная часть
выравнивания

w̃(w) =
(
hw,j , j = 1, . . . , |w̃(w)|)

выравнивание в целом
w =

(
hw,j , j = 1, . . . , |w|)

Рис. 1. Два разных выравнивания пары последовательностей.

w = (hk, k = 1, . . . , |w|), hk ∈ {h, h′, h′′}. Значение hk = h′ означает про-
движение на один шаг в горизонтальном направлении, т. е. вставку од-
ного «пустого» выравнивающего элемента в первую последовательность,
значение hk = h интерпретируется как диагональное продвижение, соот-
ветствующее отсутствию вставки, а hk = h′′ обозначает шаг в вертикаль-
ном направлении, вставляющий «пустой» элемент во вторую последова-
тельность. Симметричный аналог всякого выравнивания w, получаемый
заменой каждого шага hk = h′ на hk = h′′ и наоборот, будем обозначать
символом wт, так что WN ′′N ′ =

{
wт: w ∈ WN ′N ′′

}
.

Система весов на множестве выравниваний и структура потенци-
альной функции
С выравниванием w двух последовательностей ω′ и ω′′ свяжем дей-

ствительную величину

K(ω′, ω′′ |w) = K(ω′′, ω′ |wт) =
|w|∏

j=1

µ(ᾱ′w,j , ᾱ
′′
w,j), (1)

понимаемую как мера условного сходства двух последовательностей, за-
висящая от выбора выравнивания w.

Далее, выберем систему неотрицательных весов парных выравни-
ваний p(w) > 1, общую для всех значений пар длин последовательно-
стей N ′ и N ′′, и выражающую априорные предпочтения на множестве
разных выравниваний одной и той же пары.

Традиционный способ измерения сходства двух последовательностей
основан на поиске выравнивания, максимизирующего их условное сход-
ство с учетом веса K(ω′, ω′′) = max

w∈WN′N′′
p(w)K(ω′, ω′′ |w) [5], однако такая

мера сходства не будет обладать свойствами потенциальной функции.
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В данной работе вместо операции максимизации мы используем ли-
нейную комбинацию значений условного сходства двух последовательно-
стей по всем выравниваниям с учетом их весов:

K(ω′, ω′′) =
∑

w∈WN′N′′

p(w)K(ω′, ω′′ |w). (2)

Пусть w —некоторое выравнивание последовательностей ω′ и ω′′, име-
ющих длины N ′ и N ′′. Начальную часть выравнивания w до первого
касания правой или нижней границы области WN ′N ′′ (Рис. 1), будем на-
зывать его собственной частью и обозначать символом w̃(w).

Дополним последовательности ω′ и ω′′ длин N ′ и N ′′ выравнивающи-
ми элементами α0 ∈A справа до некоторой длины N , и будем называть
полученные последовательности ω̄′ = (α′k′ , k′=1, . . . , N, α′k′=α0, k′ > N ′)
и ω̄′′ = (α′′k′′ , k′′=1, . . . , N, α′′k′′=α0, k′′ > N ′′) расширенными. Все вырав-
нивания расширенных последовательностей образуют множество WNN .
Два выравнивания w ∈ WN ′N ′′ и w̄ ∈ WNN будем называть эквивалент-
ными и обозначать как w ∼ w̄, если собственная часть выравнивания w
является начальной частью выравнивания w̄.

Система весов p(w) называется согласованной, если, во-первых, ве-
са симметричных выравниваний равны p(w) = p(wт), и, во-вторых, для
любых N ′, N ′′ и N , таких, что N > N ′ и N > N ′′, выполняется усло-
вие p(w) =

∑
w̄∈WNN , w∼w̄ p(w̄), т. е. вес выравнивания w исходных по-

следовательностей равен сумме весов эквивалентных ему расширенных
последовательностей.
Теорема 1. Для того, чтобы линейная комбинация K(ω′, ω′′) (2) услов-
ных мер сходства K(ω′, ω′′ |w) (1) обладала свойствами потенциальной
функции на множестве последовательностей над линейным простран-
ством примитивов Ω =

{
ω = (αk, k = 1, . . . , Nω), αk∈A

}
, достаточно,

чтобы выравнивающий элемент удовлетворял условию µ(α0, α0) = 1 и си-
стема весов p(w) была согласованной.

Тот факт, что некоторая двухместная функция K(ω′, ω′′) (2) фор-
мально обладает свойствами потенциальной функции на множестве по-
следовательностей разной длины, еще не гарантирует ее практическую
полезность. Важно удачно выбрать исходную потенциальную функцию
µ(α′, α′′) на множестве примитивов α ∈ A, выравнивающий элемент
α0 ∈ A, а также систему весов выравниваний p(w).

Радиальная потенциальная функция на множестве примитивов
и мультипликативные веса выравниваний
Пусть в линейном пространстве примитивов с нулевым элементом

ø ∈ A определена евклидова метрика, например, c помощью некото-
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рой исходной потенциальной функцией ρ(α′, α′′) =
[
κ(α′, ø) + κ(α′′, ø)−

− 2κ(α′, α′′)
]
. Известно [1], что в этом случае двухместная функция

µ(α′, α′′) = exp
[−βρ2(α′, α′′)

]
(3)

обладает свойствами потенциальной функции при любом значении па-
раметра β>0, преобразуя линейное пространство A в некоторое другое
линейное пространство со скалярным произведением µ(α′, α′′).

Потенциальную функцию (3), по своему смыслу являющуюся мерой
сходства примитивов относительно исходной метрики ρ(α′, α′′), принято
называть радиальной.

Выбор нулевого элемента исходного линейного пространства в ка-
честве выравнивающего элемента α0 = ø ∈ A удовлетворяет условию
µ(α0, α0) = 1 в Теореме 1.

С каждым из трех значений переменной h, h′ и h′′ свяжем неотрица-
тельные числа q(h) = q и q(h′) = q(h′′) = q′, q+2q′ = 1. Значение q > 1/3
задает предпочтительность отсутствия вставок и удалений элементов на
каждом элементарном шаге сравнения последовательностей, Рис. 1.

Пусть w = (hw,j , j = 1, . . . , |w|)—произвольное выравнивание, w̃(w)—
его собственная часть. Вес выравнивания определим как произведение

p(w) =
|w̃(w)|∏

j=1

q(hw,j). (4)

Теорема 2. Система весов выравниваний (4) является согласованной.

Таким образом, радиальная потенциальная функция на множестве
примитивов и мультипликативная система весов выравниваний удовле-
творяют всем требованиям Теоремы 1 и определяют потенциальную
функцию на множестве последовательностей разной длины (2), явным
образом выражающую степень их попарного сходства. Алгоритм вычис-
ления такой потенциальной функции имеет сложность, пропорциональ-
ную произведению длин сравниваемых последовательностей.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, проекты №05-01-00679,
№06-01-08042 и №06-01-00412, а также INTAS, проекты №04-77-7347
и №06-1000014-6563;
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