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Рассматриваемая задача дополняет список изученных полиномиаль-
но разрешимых и NP-трудных задач комбинаторной оптимизации, воз-
никающих в рамках нетрадиционного слабо изученного подхода к поме-
хоустойчивому анализу и распознаванию числовых последовательностей
с квазипериодической структурой [1]. Сущность этого подхода состоит в
апостериорном (off-line) способе обработки последовательности при фор-
мализации содержательной задачи как задачи принятия решения.

Одна из возможных содержательных трактовок задачи состоит в сле-
дующем. Источник сообщений через канал связи с помехами передает
информацию о некотором физическом объекте в виде повторяющегося
упорядоченного эталонного набора импульсов различной формы, но оди-
наковой длительности. Имеется конечная совокупность отличающихся
объектов. Каждому объекту этой совокупности соответствует единствен-
ный эталонный набор импульсов, а совокупности объектов — множество
(словарь) эталонных наборов, размерности которых в общем случае раз-
личны. Словарь известен. На приёмную сторону через канал передачи
поступает квазипериодическая последовательность импульсов, искажен-
ная аддитивным шумом. Моменты времени появления импульсов в при-
нятой (наблюдаемой) зашумленной последовательности и общее число
переданных импульсов неизвестны. Требуется установить, какому объек-
ту из совокупности соответствует принятая импульсная последователь-
ность. Иными словами, требуется идентифицировать (распознать) при-
нятую последовательность как последовательность, порожденную неиз-
вестным эталонным набором из словаря.

Числовая квазипериодическая последовательность, в составе которой
имеется повторяющийся упорядоченный набор из L ненулевых фрагмен-
тов размерности q, определяется следующей формулой общего члена:

xn =
∑

m∈M
un−nm

(
l(m,L)

)
, n = 0, . . . , N − 1,
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где

l(m,L) = (m− 1) mod L + 1,

un−nm

(
l(m,L)

)
= 0, если n− nm 6= 0, . . . , q − 1,(

u0(l(m,L)), . . . , uq−1(l(m,L))
)∈ Rq,

0 <
∥∥(

u0(l(m,L)), . . . , uq−1(l(m,L))
)∥∥ < ∞

при каждом m ∈M = {1, . . . ,M}, причем M > L,

(n1, . . . , nM ) ∈ Ω =
Mmax⋃

M=Mmin

ΩM ,

ΩM =





(n1, . . . , nM )

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 6 n1 6 N+ 6 N − q
0 6 N− 6 nM 6 N − q
0 < q 6 Tmin 6 nm − nm−1 6 Tmax 6 N − q
m = 2, . . . ,M





,

а Mmin и Mmax находятся из решения системы неравенств, входящих
в определение множества ΩM , в которой N−, N+, Tmin и Tmax —целые
числа. Термин «квазипериодическая последовательность» (т. е. последо-
вательность, квазипериодически изменяющая свои свойства) обусловлен
спецификой ограничений, входящих в определение множества ΩM .

Заметим, что l(m,L) ∈ {1, . . . , L} для любого m ∈ M. Положим Uj =
=

(
u0(j), . . . , uq−1(j)

)
, и назовем Uj , j = 1, . . . , L, эталонным векто-

ром, а (U1, . . . , UL)— эталонным набором. Фрагмент (xnm , . . . , xnm+q−1),
m ∈M, последовательности xn, n = 0, . . . , N−1, совпадающий с вектором
Uj , j = 1, . . . , L, будем называть эталонным фрагментом.

Допустим, что (U1, . . . , UL) ∈ W, где W—конечное подмножество
(словарь, |W| = K) множества всевозможных наборов, составленных из
векторов размерности q:

W ⊂
{

(U (1), . . . , U (i))
∣∣∣∣

U (k) ∈ Rq, 0 < ‖U (k)‖ < ∞, k = 1, . . . , i,
1 6 i 6 Mmax

}
.

Предполагается, что вектор X = (x0, . . . , xN−1), последовательность
компонент которого включает повторяющиеся упорядоченые совокуп-
ности фрагментов, совпадающие с набором (U1, . . . , UL) эталонных век-
торов, недоступен для непосредственой обработки из-за вектора поме-
хи E = (ε0, . . . , εN−1) ∈ Φ0,σ2I , где Φ0,σ2I —нормальное распределение.
Доступным для обработки считается вектор Y = X + E. При этом век-
тор X рассматривается как функция X(n1, . . . , nM , U1, . . . , UL).
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Задача распознавания состоит в следующем.
Дано: вектор Y и множествоW, включающее K эталонных наборов;

если значения N−, N+, Tmin и Tmax неизвестны, то полагаем N− = 0,
Tmin = q, Tmax = N+ = N − q.

Найти: набор (U1, . . . , UL) ∈W, доставляющий максимум функцио-
налу правдоподобия L(

X(n1, . . . , nM , U1, . . . , UL)
∣∣ Y

)
.

В работе показано, что максимально правдоподобное распознава-
ние числовой квазипериодической последовательности (искаженной ад-
дитивной гауссовской некоррелированной помехой), включающей повто-
ряющийся набор эталонных фрагментов, в случае, когда суммарное чис-
ло M фрагментов в последовательности неизвестно, сводится к задаче
отыскания наборов (n1, . . . , nM ) ∈ Ω и (U1, . . . , UL) ∈W таких, что

∑

m∈M

{
2
(
Ynm , Ul(m,L)

)− ∥∥Ul(m,L)

∥∥2
}
→ max,

где (·, ·)— скалярное произведение векторов, а Yn = (yn, . . . , yn+q−1),
n = 0, . . . , N − q + 1. Обоснован точный эффективный алгоритм решения
этой задачи, имеющий временную сложность

O
(
LmaxK(Tmax − Tmin + 1)(N − q + 1)

)
= O(KN3),

где Lmax —максимальная размерность эталонного набора в словаре W.
Этот алгоритм является ядром алгоритма распознавания, устойчивого
к помехам.

Полиномиальная разрешимость близких по своей сути задач уста-
новлена в [2–4]. В [2–3] обоснованы точные алгоритмы, обеспечиваю-
щие решение задач помехоустойчивого обнаружения повторяющегося на-
бора эталонных фрагментов размерности L в случаях, когда суммар-
ное число M фрагментов в последовательности известно и неизвестно.
Алгоритмы имеют временную сложность, соответственно,

O
(
M(Tmax − Tmin + 1)(N − q + 1)

)
= O(MN2);

O
(
min{L,Mmax}(Tmax − Tmin + 1)(N − q + 1)

)
= O(N3).

В [4] обоснован алгоритм, гарантирующий максимально правдоподоб-
ное распознавание числовой последовательности, включающей повторя-
ющийся набор эталонных фрагментов в случае, когда суммарное число
фрагментов в последовательности известно. Этот алгоритм имеет вре-
менную сложность

O
(
MK(Tmax − Tmin + 1)(N − q + 1)

)
= O(MKN2).
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