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Рассматриваются несовместные системы линейных алгебраических
уравнений (СЛАУ) и связанные с ними специфические задачи матема-
тического программирования (задачи матричной коррекции), заключаю-
щиеся в минимальном (по некоторой матричной норме) изменении коэф-
фициентов исследуемых СЛАУ, обеспечивающем их совместность. Ана-
лизируется устойчивость решений скорректированных систем, которая
сравнивается с устойчивостью псевдорешений, полученных с помощью
метода наименьших квадратов (МНК) и его модификаций, а также с по-
мощью Тихоновской регуляризации. Указываются некоторые возможные
приложения задач матричной коррекции несовместных СЛАУ в качестве
инструментов параметрической идентификации линейных и линеаризу-
емых моделей.

Задачи матричной коррекции несовместных СЛАУ
Пусть Ax = b, где A ∈ Rm×n, b ∈ Rm, x ∈ Rn —некоторая СЛАУ,

X(A, b) , {x |Ax = b}—допустимое множество ее решений, соотношения
между рангом матрицы A и ее размером— произвольные. Будем предпо-
лагать, что X(A, b) = ∅. Символом ‖·‖ будем, в зависимости от контекста,
обозначать евклидову векторную или матричную норму.

Следующие две (относительно простые) задачи матричной коррекции
исторически были исследованы одними из первых:

Z1[1, 2, 3] :
∥∥[H −h]

∥∥ → inf
X(A+H,b+h)6=∅

;

Z2[1, 3] : ‖H‖ → inf
X(A+H,b)6=∅

;

где H ∈ Rm×n —некоторая матрица, h ∈ Rm —некоторый вектор.
Заметим, что классический МНК может быть записан в виде

Z0 : ‖h‖ → inf
X(A,b+h)6=∅

,

а за задачей Z1 в зарубежной литературе закрепилось название TLS
(Total Least Norm— обобщенный метод наименьших квадратов).

В настоящее время усилиями отечественных и зарубежных ученых
задачи Z1 и Z2 подверглись многочисленным усложнениям и модифи-
кациям. Указанные усложнения и модификации выразились, например,
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в переходе от евклидовой матричной нормы к другим, например— поли-
эдральным нормам [4], использованию взвешенных различными спосо-
бами норм [3, 4], в переходе к коррекции несобственных задач линейного
программирования (ЛП) [1, 4, 5], в появлении дополнительных ограниче-
ний в виде запрета на коррекцию некоторых строк и (или) столбцов мат-
рицы (расширенной матрицы) исследуемой системы [3, 4] и даже в виде
запрета на коррекцию произвольного множества элементов расширенной
матрицы коэффициентов [4]. Получены определенные результаты для за-
дач матричной коррекции несовместных СЛАУ, матрицы (расширенные
матрицы) которых имеют специальную структуру, например, блочную [6]
или структуру матриц Тёплица (Ганкеля) [7, 8].

Сравнение МНК, регуляризации Тихонова и матричной коррекции
В этом параграфе будем рассматривать переопределенные несовмест-

ные неоднородные СЛАУ. Очевидная причина такого выбора — распро-
страненность такого рода систем в задачах обработки результатов на-
блюдений. Менее очевидная причина связана с условиями существова-
ния решений задач матричной коррекции [3, 4]. Под псевдорешением, по-
лученным с помощью МНК, будем понимать нормальное псевдорешение
СЛАУ x̂ = A+b, где A+ —псевдообратная матрица (обобщенная обратная
матрица Мура-Пенроуза). Под псевдорешением, полученным с помощью
регуляризации Тихонова [9], будем понимать вектор xµδ, получаемый из
решения задачи T относительно Aµδ, bµδ, xµδ:

T :

{
‖xµδ‖ → min;
‖A−Aµδ‖ 6 µ; ‖b− bµδ‖ 6 δ; xµδ ∈ X(Aµδ, bµδ);

где µ > 0, 0 6 δ < ‖b‖—параметры, воплощающие априорную инфор-
мацию о величине отклонений элементов матрицы A и вектора b от ги-
потетических (неизвестных) точных значений. Наконец, под псевдореше-
ниями, получаемыми с помощью задач Z1 и Z2 будем понимать векторы
x[H∗−h∗] ∈ X(A+H∗, b+h∗) и xH∗ ∈ X(A+H∗, b), где [H∗ −h∗]—решение
задачи Z1, H∗ —решение задачи Z2.

Наиболее интересным является случай, при котором гипотетическая
точная матрица СЛАУ не имеет полного столбцевого ранга, однако
вследствие ошибок наблюдений, погрешностей дискретизации или по-
грешностей, обусловленных вычислениями в конечной разрядной сет-
ке, предъявляемая исследователю матрица A оказывается полноранго-
вой. Хорошо известно, что в указанных условиях классический МНК
приводит к неустойчивым решениям, а метод Тихонова при использо-
вании достоверных значений µ и δ от указанного недостатка свободен.
Что касается решений, получаемых с помощью матричной коррекции,
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то их устойчивость при решении практических задач хорошо известна.
В то же время, теоретически этот вопрос до настоящего времени был изу-
чен очень слабо, однако автору удалось показать, что при выполнении
некоторых дополнительных ограничений, и, в частности, соответствую-
щей «малости» параметров µ и δ задачи Z1, Z2 и им подобные становятся
эквивалентными задаче T , что позволяет теоретически обосновать устой-
чивость получаемых с их помощью псевдорешений.

Так, справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Если решение задачи T существует и выполняется условие
µ < (‖b−Ax̂‖ − δ)/‖x̂‖, то найдется подходящая задача матричной кор-
рекции, дающая то же псевдорешение xµδ исследуемой СЛАУ, что и зада-
ча T . При этом, если Āx = b̄— гипотетическая точная совместная СЛАУ,
x̄— ее нормальное решение,

∥∥Ā−A
∥∥ 6 µ,

∥∥b̄− b
∥∥ 6 δ, то lim

µ,δ→0
xµδ = x̄,

т. е. вектор xµδ является устойчивым приближением к вектору x̄.

Применение матричной коррекции в задачах идентификации
Представленный ниже перечень задач является иллюстративным

и не претендует на полноту.

1. Оценивание параметров линейной системы в случае, когда ошибкам
подвержены не только элементы вектора b но и матрицы A. (Неслож-
но показать, что если ошибки в расширенной матрице исследуемой
системы подчиняются нормальному распределению с нулевым сред-
ним и одинаковой для всех коэффициентов дисперсией, то псевдо-
решения исследуемой СЛАУ, получаемые в результате решения за-
дачи Z1, совпадут с решением, получаемым методом максимального
правдоподобия).

2. Идентификации параметров зашумленного стационарного временно-
го ряда. (При использовании модификаций метода де’Прони сводится
к матричной коррекции несовместных СЛАУ с матрицами Ганкеля
или Тёплица)

3. Решение обратной задачи для модели, заданной интегральным урав-
нением. (Несовместная СЛАУ появляется в результате дискретизации
модели. При этом ошибки в коэффициентах матрицы системы могут
быть обусловлены погрешностями дискретизации и погрешностями,
вносимыми арифметикой с конечной разрядностью).
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