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В данной работе продолжены исследования, начатые в работах [1, 2].
В работе [1] было исследовано предельное поведение оценки байесовско-
го риска при групповой классификации с заданной границей. В дан-
ной работе также, как и в [2], эти результаты распространяются на
случай классификации с использованием квазиоптимального правила.
Классификация в этом случае осуществляется по областям со случай-
ными границами. Другая отличительная часть данной работы состоит в
том, что направляющая функция экспоненциального семейства распре-
делений наблюдаемой случайной величины, как функция этой величины,
имеет гамма-распределение.

Рассматривается решение следующей задачи групповой классифика-
ция n0 объектов по измерениям их характеристик [3].

Классифицируемая выборка π00 = {X0,1, . . . , X0,n0} может принад-
лежать одной из двух совокупностей πi, i = 1, 2. Имеются две обучаю-
щие выборки πi0 = {Xi,1, . . . , Xi,ni}, элементы которых являются незави-
симыми случайными величинами, имеющими то же распределение, что
и случайная величина ηi с плотностью f(y, θi), i = 1, 2.

Решение задачи будем искать при следующих предположениях.
(C1). Распределение вероятностей случайной величины ηi принадле-

жит однопараметрическому экспоненциальному семейству с плотностью

f(y, θi) = h(y) exp {θi T (y) + V (θi)} , y ∈ G ⊂ R, θi ∈ Θ ⊂ R.

Здесь h(y), T (y)—известные борелевские функции, V (θ)—непрерывно
дифференцируемая функция параметра θ.

(C2). Сумма Sni =
∑ni

j=1 T (Xi,j) является достаточной статистикой
параметра θi по выборке πi0, gm(t, θi)—плотность распределения слу-
чайной суммы

∑m
j=1 T (Xi,j).

(C3). Случайная величина Yi = T (ηi), i = 1, 2, имеет гамма-распре-
деление с плотностью

fYi(t;σi, ν) =
tν−1

σν
i Γ(ν)

· e−t/σi , t > 0, σi = − 1
θi

> 0, ν > 0.
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(C4). Для случайных событий Bi =
{∣∣∑n0

j=1

(
T (X0,j) − νσi

)∣∣ > nγi

i

}
,

определённых при некотором γi ∈ (
0, 1

4

)
, справедливы соотношения

lim
ni→∞

ni P (Bi) = 0, i = 1, 2.

Не нарушая общности рассуждений, далее предполагаем, что σ1 > σ2,
оба параметра неизвестны. Следуя [2, 3], сформулируем утверждение.
Теорема 1. Если выполнены условия (C1), (C3) то оптимальное реша-
ющее правило групповой классификации π00 имеет вид:

π00 ∈ π1, если q(t) = ln
ω1gn0(t, θ1)
ω2gn0(t, θ2)

> 0, (1)

где ω1, ω2 —некоторые заданные числа. Неравенство (1) осуществляет
разбиение числовой прямой на два интервала

J1 = {t : q(t) < 0} = {t : t < c} ,

J2 = {t : t > c} ,
c = − ln ω1

ω2
− n0ν ln σ1

σ2
1
σ2
− 1

σ1

.

Основной качественной характеристикой правила (1) является байе-
совский риск

R = ω1 Pθ1 {π00 ∈ π2}+ ω2 Pθ2 {π00 ∈ π1} =
2∑

j=1

ωj

∫

Jj

gn0 (t, θj) dt.

Определим квазиоптимальное решающее правило групповой класси-
фикации π00:

π00 ∈ π1, если q(t | Sn1 , Sn2) = ln
ω1ĝn0(t | Sn1)
ω2ĝn0(t | Sn2)

> 0, (2)

где ĝn0(t|Snj )—несмещенная оценка плотности gn0(t, θj), являющаяся,
согласно [4], плотностью бета-распределения.

Неравенство (2) осуществляет разбиение числовой прямой на две об-
ласти

J1(Sn1 , Sn2) = {t : q(t | Sn1 , Sn2) < 0} ,

J2(Sn1 , Sn2) = {t : q(t | Sn1 , Sn2) > 0} .

Определим оценку риска квазиоптимального правила (2), также
как и в [2], следующим образом

R̃ = R̃(Sn1 , Sn2) =
2∑

j=1

ωj

∫

Jj(Sn1 ,Sn2 )

ĝn0(t | Snj )dt. (3)

Подобно теореме 5 из [2], можно доказать следующее утверждение,
определяющее предельное поведение оценки риска (3).
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Теорема 2. Пусть выполнены условия (C1)–(C4), c > 0, n1 6 n2, нера-
венство правила (2) обращается в равенство в единственной точке c̃,

[σ̃R]2 =
2∑

j=1

[ωj σ̃j ]
2

nj
, [σ̃j ]

2 =

[
c̃ · ĝn0(c̃ | Snj

)
]2

ν
, c̃ > 0. (4)

Тогда при n1 →∞ последовательность нормированных оценок квазиоп-
тимального риска (R̃−R)/σ̃R сходится по распределению к стандартной
нормальной случайной величине.

Замечание 1. При конечных объемах обучающих выборок для неко-
торых сочетаний параметров возможно существование двух решений c̃,
или же отсутствие хотя бы одного решения. В первом случае для расче-
та [σ̃R]2 можно либо воспользоваться теоремой 5 из [2], либо видоизме-
нить формулы (4). Возникновение второй ситуации означает вырожден-
ность квазиоптимального правила групповой классификации.

В дальнейшем планируется изучение правомерности применения
асимптотических результатов, полученных в данной работе и в [1, 2] для
конечных объемов обучающих выборок, а также сравнение изложенных
в этих работах подходов к оценке асимптотической дисперсии байесов-
ского риска.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект №05-01-00229.
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